EXERC

Equation différentielle du type ' — ay = 0

La solution générale de I’équation différentielle y* — ay = 0 est I'ensemble des
fonctions f définies sur R par :
f(x) = Ce*

B Résoudre les équations différentielles :
y—2y=0 et y +3y=0

e Dans la 1™ équation a = 2. Les solutions sont les fonctions f définies sur
R par f(x) = Ce*

e Dans la 2° équation a = — 3. Les solutions sont les fonctions f définies sur
R par f(x) = Ce 3,

Dans cette équation a = — 3

B Résoudre 'équation différentielle y' + 4y = 0
Déterminer la solution particuliére qui prend la valeur 3 pour x = (.

Les solutions sont les fonctions f définies sur R par
flx)=Ce™*

Or f(0) = 3 soit Ce® = 3 donc C =3

La solution particuliere est la fonction f : x > 3e™**

Décharge d'un condensateur

B Durant la décharge d’un condensateur de capacité C dans un circuit
comportant une résistance R, la charge ¢(7) du condensateur vérifie :

+ tepe=0 (1)

| I | B a) Résoudre I’équation (1) lorsque R = 10° Q et C=10"° F.

b) Déterminer g(r) sachant qu’a Pinstant initial 4(0) = 10~ 2 coulombs (fig. 2).

Fig. 2 R : _ o
a) Les solutions de (1) sont les fonctions définies par :
t
dg 1 q(t) = ke k¢ (k constante arbitraire)
o pet =) weitapat RC=10°x 107°=10"" donc g(t)=ke '*
gt g=0 b) Sig(0)=10"2 alors ke®=10"2 soit k=10"2
RC

donc q(t) = 1072~ 1%




Les solutions de y” + @”y = 0 sont
les fonctions f définies par

f(x) = 4 cos wx + B sin ox
A et B sont des constantes arbi-
traires.

Pour résoudre y" + ay + by =10
on détermine les racines r, et r, de
I’équation caractéristique
rP+ar+b=0

e Sir, et r, sont réels :

f(x) = Ae"* + Be™*
eSir,=r,=r

f(x) = (Ax + B)e'™*

Si ’équation caractéristique admet
deux racines complexes « + iff et
o — ip alors

f(x) = (A cos px + B sin px)e™

Equation différentielle du type y” + 0%y = 0

B Résoudre I’équation différentielle y” + 4y = 0
Déterminer la solution particuliére f telle que f(0) =2 et f'(0) =2

Les solutions sont les fonctions f définies sur R par :
f(x) = A cos 2x + B sin 2x
Déterminons A et B tels que f(0)=2et f'(0)=2
f'(x) = — 2A sin 2x + 2B cos 2x
Donc
f0) =A=2
{f’(0)=2B=2 donc B=1
La solution particuliere est la fonction f définie par :
f(x) =2 cos 2x + sin 2x

Equation différentielle du type " + 2’ + by =0

B Résoudre les équations différentielles :
Y -6y +8y=0; »' —6y+9y=0

e [’¢quation caractéristique de y" — 6)" + 8y =0 est :
r?—6r+8=0. Onobtientr, =2, r, = 4.
Les solutions sont les fonctions f définies sur R par :
f(x) = Ae** + Be**
e L’équation caractéristique de y" — 6y’ + 9y = 0 est :
rP—6r+9=0 soit (r—32%=0 dou
Les solutions sont les fonctions f définies sur R par :
f(x) = (Ax + B)e**

F=3

M Résoudre I’équation différentielle : y” — 4y’ + 20y = 0

L’équation caractéristique est : r> —4r + 20 =0
A=(4?—4x20=— 64 = (8i)?>
4—8i _4+8i
2 -2
Les solutions sont les fonctions f définies sur R par :
f(x) = (A cos 4x + B sin 4x)e**

=244

ry = 2—4i; r,

Charge d'un condensateur

B Un condensateur de capacité C se charge a travers I’élément résistif de
résistance R sous l’action d’une source de tension de force électromotrice
continue E. L’équation différentielle correspondante s’écrit :

(1) (;—? + &, - g ou g est la charge du condensateur a l’instant r.



Cette solution ¢, = CE est appelée
solution particuliere de I'équation

(1).

x(t)
Fig. 3

Equation du type y” + ®”y =0 avec

a Montrer que ¢, = CE est solution particuliére de I’équation (1).
b) Résoudre I’équation différentielle sans second membre :
1
7=gc?="
¢) Sachant que les solutions de I’équation y’ + ay = f(x)s’obtiennent en ajoutant
a 'une d’entre elles toutes les solutions de ’équation différentielle sans second
membre y' + ay = 0, écrire la solution générale de I’équation (1).
Que devient cette expression si pour 1 = 0, g = 0? Cas particulier :
CE=2.10"° et RC=1
. dq CE E
Siq=CE,—=0donc 0+ —=—
a) Sigq ' 4 onc +RC R
donc ¢, = CE est une solution de (1).
1 i
b) q + ﬁq = 0 donc q(t) = ke Rc
¢) La solution générale de (1) est : q(t) = ke R¢ + CE
Pourt=0,q(0)=0=k + CE donc k= — CE

r

Donc q(t) = CE(l — e RcC)
SiRC=1etCE=2.10"%alors q(t) =2. 10751 —e™.

Mécanique du point matériel

B Une masse m mobile sur un axe (O, i) est soumise a une force attractive
2

telle que I’abscisse x (7) du point M, fonction du temps vérifie : x” + % ¥=0(1)

(fig. 3).
Exprimer la solution de (1) qui vérifie x(0) =1 et x'(0) = g

a., 9
Ona: x(t)=Acosgt+Bsm—t

2

"(t) An S nt-{-Bn cosnr
x'(t)=— A= sin — = =
. 2 %13 g o

x(0)=1donne A =1; x'(0)= g donne B = 1, donic

(t) = co Ttt+ i nt
x(t) = cos — sin —
2 2

Remarquons que la vitesse du point M a I'instant ¢ est définie par la dérivée
de la fonction t — x(z).

Ft) = ns'nnt+ncosEt
SIS Ty g R T 5 NS

it '(t) . in =t + € nt
S0O1 X = —| —sin — oS —
2 2 2
} T . =g T =
Pour t =1, x'(1) = — — et le vecteur vitesse est V = — — i

2 2




